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Pautes de correccioé Matematiques

SERIE 4
1 1 k

1.- Determineu el rang de la matriu A = (1 k 1) en funcié del valor del parametre k.
k1 1

[2 punts]

Solucioé

En ser la matriu quadrada, comencarem calculant el seu determinant.

11 k| (k2 k2 k42| [k+2 0 0
detA=1[1 &k 112 1 k 1 121 k-1 0
k11 k 1 1 Eoo1—k 1—k

= (k+2)(k—1)(1—k)=—(k+2)(k—1)%

En (1) s’ha fer F1 + F> + F3, ja que aixi s’aconsegueix que tots els elements de la primera fila siguin
iguals. En (2) s’ha fet 02 — 01 i 03 — Cl .

Si det A # 0, el rang de la matriu A és 3; en cas contrari, és menor que 3. Resolem, doncs, 1'equacid
det A = 0.
—(k+2)(k-1)?=0 <= k=-2 0 k=1.

Es pot arribar a la mateixa conclusié escalonant la matriu,

1 1 k 1 1 k 1 1 k
(1 k 1)%(0 E—1 1]4:)—)(0 E—1 1—k )
E 1 1 0 1—k 1—k2 0 0 2—k— k2

iresolent 2 —k—k?>=0.
Per tant,
m Sik#—-2ik#1, tenim que rang A = 3.

= Si k= —2, la matriu A és

1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2
A= 1 -2 1] —10 =3 3] —10 -3 3.
-2 1 1 0 3 -3 0 0 0

En aquest cas, rang A = 2.

s Finalment, per k = 1, la matriu A és

que té, evidentment, rang 1.

CLLL‘2

x+0b
(a) Determineu si té alguna asimptota vertical, en funcié del parametre b.

2.- Sigui f(z) = ,enquéa#0.

(b) Indiqueu el valor dels parametres a i b perqué la funcié f(x) tingui la recta y = 2x — 4
com a asimptota obliqua a +oco.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) La funci6, per ser racional, pot tenir una asimptota vertical en el valor de la variable x que anulli
el denominador, x = —b. Llavors,
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2 2
ax ab
= Sib#£0, lim = — = oo (el signe d’aquest “limit” depén de si es realitza per la dreta o
z——bx +b 0
per l'esquerra, perd no ens interessa). En aquest cas, la recta x = —b és una asimptota vertical.
. L oax® o ar® L ) .
s Sib=0, lim = lim — = lim az = 0. Llavors, la funci6é no té cap asimptota vertical.
z—=—bT+b 220 x z—0

(b) Solucio 1

Una asimptota obliqua al 400 és de la forma y = mxz + n amb

oy @)
En el nostre cas,
az?
2
em= lim 2F0 — g
T—+00 T z—+oo 2 + bx
, ax? , —abx
= n= lim —ax | = lim = —ab.
z—+oo \ x4+ b z—+oo x + b
Si 'asimptota obliqua a +oo ha de ser y = 2 — 3, cal que a = 2 i —ab = —4. Per tant, la resposta és
a=21b=2.
Solucié 2

Com que la funcié donada és racional, podem efectuar el seu quocient, obtenint que

ax? ab?
=ax —ab+ ,
x+b r+b
d’on 'asimptota obliqua és y = ax — ab. Llavors, a = 2 i —ab = —4 i es segueix igual que abans.

3.- Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r+y—3z2=2
20+ ay — 5z =2a+ 3
20 —3y+(a—2)z=9

(a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el sistema és
compatible indeterminat.

(b) Quantes solucions té el sistema quan a = —37

[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]

Solucioé

(a) Calculem el determinant de la matriu del sistema,

1 1 -3
2 a 5 |=a>+2a—3.
2 -3 a—2

Aquest determinant val zero quan a =1 0 a = —3.
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Evidentment, aquest apartat es pot resoldre també aplicant el métode de Gauss a la matriu ampliada

del sistema,
1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2
(2 a -5 | 2a+3)—>(0 a—2 1 | 2a1) .
2 -3 a—-2 | 9 0 -5 a+4 | 5

A partir d’aqui I'escalonament es torna bastant complicat; llavors, podem analitzar si les dues tltimes
files de la matriu del sistema (no ampliada) son proporcionals (per tal que rang A # 3),
a—2 1

5 —a+4 <~ (Q*Q)(a+4):75 <~ a2+2a7320 < a=1o0 a=-3,

tal com surt per l'altre métode.

e Per a = 1, I'escalonament de la matriu ampliada del sistema ens dona

1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2
2 1 -5 | 5|—(0 -1 1] 1|—(0 -1 1] 1].
2 -3 -1 | 9 0 -5 5 | 5 0 0 0] 0

El sistema és compatible indeterminat.

e Quan a = —3, queda la matriu ampliada

1 1 -3 | 2
2 -3 -5 | -3,
2 -3 =5 | 9

que ens assegura que el sistema és incompatible, a la vista de les dues darreres files. Aixi, el sistema és
compatible indeterminat si i sol si a = 1.

(b) D’acord amb ’apartat anterior, per a = —3 el sistema és incompatible i, per tant, no té cap solucio.

4.- Una fabrica produeix diariament = tones d’un producte A i (40—5z)/(10—z) tones d’un
producte B. La quantitat maxima de producte A que es pot produir és 8 tones. El preu
de venda del producte A és 100€ per tona i el del producte B és 250€ per tona.

(a) Construiu la funcié de la variable x que ens proporciona els ingressos diaris, suposant
que es ven tota la produccid.

(b) Calculeu quantes tones de cada producte s’han de produir didriament per a obtenir el
maxim d’ingressos, i comproveu que és realment un maxim relatiu.

[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per Uapartat b|
Solucioé
(a) D’acord amb 'enunciat, la funci6é que ens déna els guanys diaris és

40 — bz

= 100z + 250 .
/(@) v 10—z

(b) Per tal de localitzar el maxim benefici cal derivar la funcié anterior i igualar la derivada a zero.

40 — 5z
10 — x

, 10022 — 2000 + 7500
— [ = (10— z)2

F(z) = 100z + 250

Llavors,

f'(z) = 0 = 10022 — 2000z + 7500 =0 = 2> =202+ 75 =0=2 =5, z = 15.



Oficina d’Organitzacié de Proves d’Accés a la Universitat Pagina 4 de 6

PAU 2012
Pautes de correccioé Matematiques

2 2
ax ab
= Sib#£0, lim = — = oo (el signe d’aquest “limit” depén de si es realitza per la dreta o
z——bx +b 0
per l'esquerra, perd no ens interessa). En aquest cas, la recta x = —b és una asimptota vertical.
. L oax® o ar® L ) .
s Sib=0, lim = lim — = lim az = 0. Llavors, la funci6é no té cap asimptota vertical.
z—=—bT+b 220 x z—0
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Una asimptota obliqua al 400 és de la forma y = mxz + n amb

oy @)
En el nostre cas,
az?
2
em= lim 2F0 — g
T—+00 T z—+oo 2 + bx
, ax? , —abx
= n= lim —ax | = lim = —ab.
z—+oo \ x4+ b z—+oo x + b
Si 'asimptota obliqua a +oo ha de ser y = 2 — 3, cal que a = 2 i —ab = —4. Per tant, la resposta és
a=21b=2.
Solucié 2

Com que la funcié donada és racional, podem efectuar el seu quocient, obtenint que

ax? ab?
=ax —ab+ ,
x+b r+b
d’on 'asimptota obliqua és y = ax — ab. Llavors, a = 2 i —ab = —4 i es segueix igual que abans.

3.- Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r+y—3z2=2
20+ ay — 5z =2a+ 3
20 —3y+(a—2)z=9

(a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el sistema és
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(b) Quantes solucions té el sistema quan a = —37

[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]

Solucioé

(a) Calculem el determinant de la matriu del sistema,

1 1 -3
2 a 5 |=a>+2a—3.
2 -3 a—2

Aquest determinant val zero quan a =1 0 a = —3.
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La soluci6é d’aquest sistema és ¢ = 1, y = 2, z = 0. Atenci6: és molt important que es vegi clar que
aquesta és la soluci6 de tot el sistema. Es a dir, agafant tres de les equacions n’hi ha prou per trobar
la solucid, perd cal comprovar que també es verifica l'altra equacio.

Solucié 2b. Una vegada construit el sistema, es pot comprovar si és o no compatible (determinat)
calculant el rang de la matriu de coeficients i el de 'ampliada. Aixo exigeix treballar amb una matriu
d’ordre 4, que no entra en els requisits de les proves, perd que es pot utilitzar.

Solucié 3. Construim la matriu A = (v, vs, ]@), essent v, el vector director de la recta r, vs el de s,
P un punt de la recta r i () un punt de la recta s. Per exemple,

2 1 -1
A=13 -1 2
) 0 1

Les rectes es tallen si i sol si rang A < 3 (ja que no son ni paralleles ni coincidents per tenir els seus
vectors directors no proporcionals). Calculem, doncs, el determinant de la matriu A,

2 1 -1
detA=|3 -1 21=0.
5 0 1

Les rectes es tallen.

(b) Com que les rectes es tallen, la recta perpendicular que les talla passa pel seu punt de tall, que és
Pr=(—=142X\1+X1-X)=(1,2,0). Si l'apartat (a) s’ha fet de la segona o tercera forma, ara fara
falta calcular aquest punt d’interseccio.

El vector director de la recta buscada és

i J k
v=uvxvs=1(2 1 —1|=(1,-7,-5).
3 -1 2

L’equaci6é continua de la recta buscada és

6.- Donades la recta y = ax + 1 i la parabola y = 3z — 2,

(a) Calculeu els valors del parametre a perqué siguin tangents.
(b) Calculeu els punts de tangéncia.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b]

Solucio

(a) Posem y; = ax +11iyg = 3w — 2.
Solucié 1

Perqué siguin tangents en un punt d’abscissa , cal que y1(z) = y2(x) i ¥} (z) = y4(x) . Es a dir,

ar + 1 =3z — 2?; a=3—2x.

Substituint el valor de a, donat a la segona equaci6, dins la primera equacié, ens queda que xr = +1.
Perz=1elvalordeaésa=1iperxz=—1ensquedaa=>5.
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Solucio2

Es pot imposar que la recta i la parabola es “tallin” en un sol punt doble. Perqué aixo sigui aixi,
I'equacié az + 1 = 3z — 22 ha de tenir una sola solucioé; és a dir, el seu discriminant ha de ser nul.
L'equaci6 és #2 + (a — 3)z + 1 =0 i el discriminant A = (a —3)2 —4-1-1. Llavors,

(a—3)2—-4=0 <= a*-6a+5=0 < a=1o0 a=5.

(b) D’acord amb els valors de la variable = trobats a 'apartat anterior (solucio 1) o els que es podem
trobar donant a a els valors 11 5 (soluci6 2), tenim

» Per aa=1 (corresponent a x = 1), el punt de tangéncia és P, = (1,2).

» Quan a =5 (que correspon a = —1), el punt de tangéncia és P, = (—1,—4).



