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SERIE 4

e Aquestes pautes no preveuen tots els casos que en la practica es poden presentar.
Tampoc no pretenen donar totes les possibles solucions a un problema ni tan sols la
millor.

e Hi haura molts casos concrets en qué sera dificil aplicar els criteris que s’exposen a
continuacio. Apliqueu-los en els casos clars. En els casos dubtosos, feu prevaler el vostre
criteri i sentit comu.

e Valoreu totes les parts de cada subapartat que siguin correctes, encara que el resultat
final no ho sigui.

e Penalitzeu els errors simples de calcul segons la importancia de 'error i el vostre criteri. Si
I'error és molt escandalds, podeu puntuar tot I'apartat amb 0 punts.

e Copieu la nota de la pregunta i en la casella j, a fi de poder fer estadistiques sobre cada
questio.

e La nota final de I'exercici sera el resultat d’arrodonir la suma final al mig punt més proxim,
i si resulta ser equidistant entre tots dos, s’apujara 0.25

QUESTIONS

1.- Considereu la funcié f(x)=ax?+ x+b (abeR ). Trobeu els valors de a i b que fan
que larecta y =2x +1 sigui tangent a la grafica de f quan x =1.

PUNTUACIO: 2 punts.
Solucioé:

Si la recta donada és tangent a la grafica de la funcié f, es pot assegurar que
f)=y(1)=2-1+1=3. Amés a més, f'(1)=2. Utilitzant aquestes dues igualtats, i observant

que f'(x)=2ax+1, s’arriba al sistema

a+b+1=3
2a+1=2

que té per solucié a=— i bzg.

1
2

1
0
-10

0 0
2-Sigui A=|1 0
0
a) Calculeu A% i A3.

b) Determineu, raonadament, el valor de A%°'?*,
PUNTUACIO: 1 punt per cada apartat.
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Solucio:
0 0 1)(0 0 1 0 -1 0
a)A2=A-A=|1 0 O||l1 0 Oo|=|0 0 1],
0 -10)l0 -10 -1 0 O
0O -1 0)(0 0 1 -1 0 O
AB=A2.A=|0 0 1|1 0 0|=|0 -1 0 |=—h
-1 0 0)(0 -1 0 0 0 -1

c) A la vista del resultat anterior, podem assegurar que A® = I,. Llavors,
A60124 — A1020~6+4 — (A6)1020 . A4 — /3 i A4 —A. AS —_A.

3.- Considereu un sistema de dues equacions amb tres incognites.
a) Pot ser incompatible?
b) Pot ser compatible determinat?

Raoneu les respostes

PUNTUACIO: un punt cada apartat.

Solucio:
a) Efectivament, un sistema de dues equacions amb tres incognites pot ser
incompatible. Per exemple, ho és
{x + y + z =1
X + y 4+ z = 2
Ax + By + Gz = D incompatible si i sol si

En general, un sistema {
A2X + Bgy + CQZ = D2

D. . L R
ﬁ:ﬂzﬁi—‘ (observeu que aquesta és la condicié per a que els plans
A B G D
representats per les dues equacions siguin paral-lels).

b) Un sistema de dues equacions amb tres incognites no pot ser compatible determinat,
perque el rang de la matriu del sistema és, com a maxim, 2 (té solament dues files),

mentre que el numero d’'incognites és 3.

4.- Donats el punt P = (7,5,1), elpla 7: x—2y — 3z =10 i la recta

r_3x—2y+22:7
‘|x — 6y — 2z =5

s

a) Trobeu la distanciade P a «.
b) Trobeu la distanciade P a r.
c) Trobeu la distanciade r a «.
PUNTUACIO: 0.5 punts pels apartats a) i ¢); 1 punt per 'apartat b).
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Solucio:

a)

La distancia d’'un punt P = (Xg,Y0,2,) aunpla =: Ax+ By + Cz+ D =0 ve donada
per la férmula

| Axg + Byg + Czy + D|

d(P,m) =
\/Az —1—82 +02
7—-10-— 3—10| |—16|
En el nostre cas, d(P,n) = |

La manera més directa de trobar la distancia d’'un punt P a una recta r és la
utilitzacio de la formula

H@/\ v,
vl

essent Qun punt qualsevol de la recta i v, el seu vector director.

ad(P,r) =

De les equacions implicites de la recta se’n poden deduir les seves equacions
paramétriques,

X=38+2\
y=2x
z=—-1-2\

Per tant, podem agafar Q = (3,0,—1) i vV, = (2,1,-2).
Una altra manera de trobar un punt de la recta i el seu vector director consisteix en

donar un valor arbitrari a una de les variables. Si fem, per exemple, y =0, del
sistema que defineix la recta en deduim

{3x+22:7

& x=3, z=-1,
X — 2z =5

obtenint aixi un punt de la recta, Q = (3,0,—1). El vector director s’obté buscant un

vector perpendicular als vectors caracteristics dels plans que defineixen la recta, ja
sigui utilitzant el producte escalar,

—292)= —2b+2c =
{((a,b,cms, 2)=0 {33 r2e=0 " a_2p, c=-2b

a,b,c)e(1,—6,-2) = a-6b—-2c=0

—

d'on v, = (2,1,—2), o utilitzant el producte vectorial,
vV, =3 -2 2|=(16,8,-16) || (
1 -6 -2
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Sigui com sigui,

- & & &
PQAV, =|—-4 -5 —-2|=(12,-12,6).
2 1 -2
HﬁaA% l(12,-12,6)| 18
Per tant, d(P,r) = ” 3 ” = ” (2,1,_2)” =3 = 6.

Encara hi ha una altra manera de trobar la distancia entre el punt P i la recta r.
Consisteix en trobar el pla perpendicular a r, passant per P . Es busca la interseccio
entre aquest nou pla i la recta. Sigui Q el punt dinterseccié. Llavors,
d(P,r) = d(P,Q). Per si algu ho fa aixi, el pla perpendicular a r, passant per P, té
per equacio 2x+y —2z—17 =0 i el punt de tall entre ell i la recta és el punt
Q = (5,1,—-3). Llavors,

d(P,r)=d(P,Q) =/(5-72 +(1-52+(-3—-1)?2 =86.

c) Larecta r iel pla = no son paral-lels, ja que el director de la recta i el caracteristic
del pla no sén perpendiculars,

Per tant, d(r,7)=0.

PROBLEMES

X __ aX X X
5.- Definim les funcions f(x) = % ] ete .
a) Comproveu que [g(x) ]2 —[f(x) ]2 =1.

b) Comproveu també que f'(x) = g(x) i g'(x) = f(x).

c) Comproveu que f(x+ y)=f(x)-g(y)+ f(y)  9g(x).

d) Calculeu lim % dividint per e¢* el numerador i el denominador; amb un
X—00
procediment similar (pero no igual), trobeu |lim % .
X——00

PUNTUACIO: 1 punt cada apartat.
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Solucio:

a) Es tracta simplement de fer les operacions indicades,

2 2
2 2 |e*+e” e —e ¥
—|f —_|=T= | ==
[9(0)]" = [f(x)] 5 5
e 206 X e e 20X+ e X 4eX X 4.1

b) Recordant les propietats de la derivada, tenim

e —e*| De¥-e¥) e —-eX. (-1 e‘+e*

* DHX)=D—F5—|= 5 = 5 =—> =9
_Ale+e ™| De*+e”) e +e - (-1) e —-e*

* Dg(x)=D|— 5 = 5 =—F —=1fx

eXty _ e—(x+y)

2
fent els calculs del membre de la dreta de la igualtat

c) Observem que f(x+ y)=

. Intentarem arribar a aquesta expressié

ef—e*X e+eV & -6V ef+e”*

() g(y) + f(y)- g(x) = >+ >
Y L XV _ g Xty _ g XY @VtX L gV X _ g VX _ g yx
- 4 4
DXty _ g XY ety — ef(x+y)
— 1 = 5 =f(x+Yy).

d) El calcul d’aquests limits no es pot fer utilitzant la regla de I'Hépital degut a que la
derivada de la funcié exponencial és ella mateixa. La forma de calcular-los consisteix
en dividir numerador i denominador pel factor adequat (aquell que fa que el quocient
sigui una indeterminacié del tipus oo/ o0 ). Aixi,

eX—e*
. fX . X _ @ X . 7)( i 1_ —2X 1
X*)OOg(X) XHOOeX—Fe_X X—00 ex+e_x X~>oo1_|_e—2X 1-0
T
eXx—e*
X—g¥ T ax 2x _ _
im 1) _ oy €267 iy X oy & 101

| = =
x——0 g(X) x—-—0gX g X x--x X g X x——c0g?X 11 0-+1
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) Xx—a_y_z+1. x+2 y-b_ z-4
6.- Lesrectes 1, : R B L R e e

estan incloses en un mateix pla).

sOn coplanaries (és a dir,

a) Expliqueu, raonadament, quina és la seva posicio relativa.

b) Trobeu la relacio que hi ha entre els parametres a i b.

c) Trobeu els valors de a i b si el pla que les conté passa pel punt P = (2,4,6).
PUNTUACIO: apartat a) 1.5 punts; apartat b) 1punt; apartat ¢) 1.5 punts.
Solucié:

a) Dues rectes coplanaries han de tallar-se o ser paral-leles. Com que els vectors
directors corresponents no sén proporcionals (2/1=1/2), sigui quin sigui el valor del
parametre a, és evident que es tallen en un punt.

b) Sigui Q el punt on es tallen. Llavors, per ser dambdues rectes,
Q=(a+2\\,—-1+4)\)=(-2+ u,b+2u,4 —p) .

El sistema que ens queda,

2\ — p = -2-a
A - 2u = b
4 N + pu = 5
ha de ser compatible determinat. Treballant amb la matriu ampliada del sistema
obtenim
1 -2| b 1 -2 b 1 -2 b
2 —1-a-2|~|0 3|-a—2-2b|~|0 3|-a—-2-2b| ,
4 A 5 0 9 5—-4b 0 0 (3a+2b+11

la qual cosa ens porta a qué el sistema és compatible determinat si i sol si
3a+2b+11=0.

Podem arribar a la mateixa conclusié observant que la matriu del sistema té rang 2
(per exemple, les dues primeres files son independents) per a qualsevol valor del
parametre a. Per tant, cal que la matriu ampliada no tingui rang 3:

2 -1 —2—-a
1 -2 b |=0&-9a-6b—-33=0«3a+2b+11=0.
4 A1 5

Encara es pot arribar a la mateixa conclusié d’una altra manera. De I'equacié
continua de cada una de les rectes, podem passar a les equacions implicites,

{X - 2y = a {Zx —y - 1
n: : r: )
4y — z = 1 y + 2z = b+8
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El sistema format per les quatre equacions ha de ser compatible determinat:
1 -2 0 a 1 -2 0 a
0o 4 -1 1 0o 4 -1 1
2 -1 0|-b-4| |0 3 0|-2a-b-4
0O 1 2|b+8 o 1 2 b+8
1 -2 0 a
o 1 2 b+8
“lo 0o -9| -4b-3t
0 0 -6|-2a—4b-—28
Les dues ultimes files han de ser proporcionals:

3 4b+31
2 2a+4b+28

Aixi, per a que les rectes siguin coplanaries ha de ser 3a+2b+11=0.

& 3a+2b+11=0 .

c) El pla que les conté es pot escriure com
m:(xy,2)=(a0,—1)+ \(2,1,4) + n(1,2,—1) .

D’acord amb l'enunciat, el punt P =(2,4,6) € 7, és a dir, aquest punt satisfa
'equacio del pla: (2,4,6) = (a,0,—1) + A\(2,1,4) + n(1,2,—1) . D’aqui, el sistema

2\ + p = 2-a
A+ 2n = 4
4\ — u = 7
ha de ser compatible determinat.
1 2| 4 1 2 0 1.2/ 0
2 1|2—-a|~|0 —-3|-a—6|~|0 3|a+6
4 1| 7 0 -9 -9 0 0[3a+9

Per tant, cal que 3a+ 9 = 0 & a = —3. Substituint aquest valor a la relacio trobada a
l'apartat anterior, tenim b= —1.

En definitiva, els valors sébn a=-3 i b= —1.



